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Este artigo analisa a eficiência técnica dos es-
tados e regiões brasileiras no período de 1985 a
1998. Para isso, utilizamos o conceito de meta-
fronteira de produção e estimamos as eficiências
técnicas através do modelo não paramétrico Data
Envelopment Analysis. Adicionalmente, fazemos
uso do índice de produtividade total de Malmquist
para decompor os ganhos de produtividade dos
estados brasileiros em: variação de eficiência téc-
nica e variação tecnológica.

 ���������%��
�

Eficiência técnica, Produtividade total, Varia-
ção tecnológica

1 Laureado com o 3º lugar  no 6º Prêmio Banco do Nordeste
de Economia Regional (Fortaleza-2002)
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Uma das questões mais importantes da análi-
se econômica diz respeito à eficiência das unida-
des produtivas na produção de bens e serviços.
Grande parte da literatura destina-se a apresentar
a teoria da produção considerando que as unida-
des produtivas, a partir de pressupostos compor-
tamentais, como minimização do custo ou maximi-
zação da receita, produzem num ponto que cor-
responde à produção máxima dada a tecnologia
disponível; este é o teor da maioria dos manuais
de microeconomia. No entanto, investigações em-
píricas têm constatado a existência de diferenciais
de produtividade entre diferentes unidades produ-
tivas que utilizam a mesma tecnologia.

É neste sentido que o presente trabalho é
desenvolvido. Nós tratamos a questão da eficiência
seguindo o que propõe a literatura, isto é, a unidade
produtiva plenamente eficiente é aquela que atua num
ponto sobre a fronteira de produção. Diante disso
faz-se necessário estimar tal fronteira, que na práti-
ca não é conhecida, e então comparar as atividades
observadas com a fronteira estimada.

As unidades produtivas consideradas neste
estudo são os Estados e regiões brasileiras. Não
há dúvidas de que é extremamente importante sa-
ber quais são os Estados e regiões do país que
mais se destacam em termos da produção eficien-
te de bens e serviços.

Recentemente, alguns trabalhos foram desen-
volvidos no Brasil utilizando a abordagem de fron-
teira de produção estocástica para a análise de efi-
ciência. Marinho e Barreto (2000) estimam a fron-
teira tecnológica utilizando a teoria da fronteira es-
tocástica, originalmente proposta por Aigner, Lo-
vell e Schimidt (1977), para a região Nordeste, a
fim de analisar os efeitos da inovação tecnológica
nos ganhos de produtividade dos Estados dessa
região usando o índice de Malmquist (1953). Soa-
res (2000) utiliza a mesma abordagem para investi-
gar o mesmo problema para todo o Brasil.

Os trabalhos citados acima se valem da teoria
da fronteira estocástica que consiste em estimar uma
fronteira de produção teórica utilizando métodos eco-
nométricos para analisar a eficiência técnica das uni-
dades produtivas. Em adição a isso, os autores tam-
bém empregam o índice de produtividade total de
Malmquist para analisar ganhos de produtividade
decompondo-os em variação na eficiência técnica
(aproximação da fronteira de produção – efeito ca-
tching up) e variação tecnológica (deslocamento da
fronteira de produção – difusão tecnológica).

Chavas e Cox (1990) analisam diferenciais de
produtividade entre as indústrias japonesa e ameri-
cana empregando métodos não-paramétricos. Färe
et al (1994) empregam o modelo Data Envelop-
ment Analysis, conhecido mais sinteticamente como
o modelo Data Envelopment Analysis (DEA) para
analisar os ganhos tecnológicos e de produtividade
para uma amostra de 17 países da OECD no perí-
odo de 1979 a 1988. A metodologia, originalmente
desenvolvida por Charnes, Cooper e Rhodes
(1978), consiste num método igualmente não-para-
métrico para a construção de uma fronteira de pro-
dução, definida pelos processos produtivos mais
eficientes1 , e que se baseia na solução de um con-
junto de problemas de programação linear.

Recentemente, alguns trabalhos também destina-
dos a comparações multilaterais de eficiência, utilizam
o conceito de metafronteira de produção, originalmente
proposto por Hayani (1969) e Hayani e Ruttan (1970,
1971) como sendo a envoltória dos pontos de produ-
ção das regiões mais eficientes de um país.

A proposta deste trabalho é analisar a eficiên-
cia técnica das regiões brasileiras utilizando o con-
ceito de metafronteira de produção com o emprego
de métodos não-paramétricos, mais especificamente
com o uso do modelo DEA. Em adição, utilizamos
o índice de produtividade total de Malmquist para

1 Uma das atratividades do modelo DEA consiste justamente
neste ponto, ou seja, porque a fronteira é definida pelas
melhores técnicas produtivas ela não é teórica e, portanto,
dispensa forma funcional para a estimação.
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analisar ganhos de produtividade dos Estados bra-
sileiros decompondo tais ganhos (se houver) em
variação tecnológica, variação da eficiência técnica
pura e variação da escala de produção. Para levar
a cabo a investigação pretendida faz-se necessário
uma série de modificações metodológicas em rela-
ção à teoria da fronteira estocástica.

Este trabalho se distribui em cinco seções além
desta introdução. A seção II se destina a apresentar a
estrutura teórica que fundamenta a análise pretendida.
Nela são apresentados conceitos fundamentais, tais
como a eficiência técnica de Farrell, a função distância
de Shepard e o modelo DEA através do qual os esco-
res de eficiência técnica são estimados. Na seção III,
discute-se a noção de metafronteira de produção e a
versão estocástica de análise de eficiência técnica jun-
tamente com as modificações necessárias para a aná-
lise não-paramétrica. Na seção IV, são apresentados
os principais resultados obtidos com o emprego da
metodologia sugerida. Na seção V, faz-se uma análise
dos ganhos de produtividade dos Estados brasileiros
decompondo-os em variação da eficiência técnica (que
por sua vez é decomposta em variação da eficiência
técnica pura e variação da escala de produção), utili-
zando o índice de produtividade total de Malmquist.
Na última seção, apresentamos as principais conclu-
sões do trabalho.
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Esta seção tem por objetivo apresentar breve-
mente as medidas de eficiência técnica mais comumente
utilizadas na teoria e discutir como tais medidas po-
dem ser calculadas relativamente a uma dada tecnolo-
gia, em geral representadas por uma fronteira de pro-
dução. Um tratamento mais detalhado a esse respeito
pode ser encontrado em Färe; Grosskopf e Lovell
(1985, 1994); Lovell (1993) e Coelli et al. (1998).

Dentro da teoria microeconômica da firma, a
condição de eficiência é sempre vista como a com-
binação de fatores de produção que conduz à pro-
dução máxima permitida pela tecnologia disponível.

Tecnicamente, isso significa que o ponto de ativida-
de eficiente é um ponto sobre a fronteira do conjun-
to de possibilidades de produção. No entanto, a
teoria da firma tradicional não explica como pode-
mos relacionar os pontos que são interiores ao con-
junto de possibilidades de produção e sua fronteira.
Um primeiro trabalho nessa direção foi realizado por
Debreu (1951), que define o chamado coeficiente
de utilização de recursos como uma medida de dis-
tância de um ponto interior ao conjunto de possibi-
lidades de produção e sua fronteira2 . Anos mais
tarde, num artigo clássico, Farrel (1957) introduz o
conceito de eficiência técnica e eficiência alocativa,
como sendo dois componentes que, combinados,
resultam na chamada eficiência econômica ou efici-
ência overall, ambas definidas como a razão de dis-
tâncias sobre a mesma expansão radial em direção
à atividade observada. A medida de eficiência téc-
nica de Farrel é atualmente o conceito mais utiliza-
do para análise de eficiência na produção, isto por-
que, ao contrário da noção de eficiência alocativa,
dispensa informações sobre preços para medir a
performance de uma firma. Outra questão impor-
tante que torna a medida de eficiência de Farrell
muito atrativa é o método computacional utilizado
para se obtê-la. A vantagem de medidas radiais de
eficiência é que elas são invariantes com relação às
unidades de medida3 . Medidas não-radiais como a
distância mínima do ponto de atividade para a fron-
teira de produção manifestam um apelo bastante
intuitivo, no entanto, tais medidas não são invarian-
tes com relação às unidades de medida.4  Antes de
apresentarmos as definições envolvendo as medi-
das de Farrel, damos um apelo intuitivo às suas idéi-
as, como ilustrado na FIGURA 1.

2 Mais adiante veremos que o coeficiente de utilização de
recursos de Debreu é a função distância de Shepard.

3 Para uma discussão mais detalhada a respeito das propri-
edades de medidas radiais, ver Coelli et al. (1998) e Färe et
al. (1985).

4 Existe um grande número de medidas não-radiais que sa-
crificam a invariabilidade, mas que possuem outras propri-
edades importantes. Para exemplos, ver Färe e Lovell (1978)
e Kopp (1981).
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FIGURA 1
EFICIÊNCIA TÉCNICA

FONTE: Construído pelos autores

Na FIGURA 1, temos a representação de uma
função produção côncava cujo produto (único) Y
depende de dois insumos (x1,x2). A translação dos
eixos que correspondem às quantidades dos insu-
mos 1 e 2 indica que estamos analisando as ativida-
des no conjunto de nível acima da produção Y.
Analisando a atividade Y, vemos que a combinação
de insumos X = (x1 , x2) é ineficiente desde que se
pode reduzir a quantidade de insumos utilizados sem
alterar a quantidade de produto (pela projeção de
X sobre a isoquanta 1). A contração dos insumos é
feita obedecendo à tecnologia disponível para a fir-
ma. Na FIGURA 1, a contração máxima dos insu-
mos, respeitando a tecnologia disponível, cessa na
fronteira do conjunto de produção, isto é, no ponto
X’ = ( x1

' , x’
2 ), onde a produção Y combina os

insumos 1 e 2 sobre a isoquanta 1. O tamanho des-
sa contração máxima nos insumos é chamado efici-
ência técnica de Farrel orientada pelo insumo e,

em nosso exemplo, é calculada por XX /' . Em
palavras, a eficiência técnica de Farrel orientada
pelo insumo é o fator proporcional que, multipli-
cando o ponto de atividade ineficiente, o torna efi-
ciente. Semelhantemente o produto Y pode ser
majorado sem alterar a quantidade de insumos atu-
almente utilizados (pela manutenção da mesma com-
binação de insumos sobre a isoquanta 2). Esse au-
mento do produto novamente deve respeitar a tec-
nologia disponível. A expansão máxima do produto

na FIGURA 1 cessa na fronteira como no caso an-
terior, onde a produção Y’ > Y combina os insumos
1 e 2 sobre a isoquanta 2. Chamamos de eficiência
técnica de Farrel orientada pelo produto o tama-
nho da expansão máxima do nível de produto que,

nesse exemplo, é dada por '/ YY , ou seja, é o
fator proporcional que, dividindo o produto inefici-
ente, o torna eficiente.

Na ilustração acima, supomos que a função
produção é conhecida; no entanto, na prática, isto
não acontece e, portanto, tal fronteira necessita ser
estimada. Farrell (1957) sugere duas maneiras de
fazê-lo: (a) utilizando métodos econométricos para
estimar uma função produção; (b) utilizando méto-
dos não-paramétricos para estimar uma fronteira li-
near em pedaços em que, no caso de uma isoquan-
ta, os pontos à esquerda e abaixo da fronteira não
são observados. A seguir nós definimos mais for-
malmente as idéias apresentadas acima.

Definição 1: Seja N
+ℜ∈x  o vetor de insumos

utilizados para a produção do vetor de produtos
M
+ℜ∈y  sob a tecnologia T. A medida de eficiência

técnica orientada pelo produto de Farrell é uma fun-

ção ( ]1,0:0 →+×+ ℜℜ NMF  definida por

( ){ }TF ∈= ϕϕ /,inf)(0 yx,yx,  e a medida de efici-
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ência técnica orientada pelo insumo de Farrel é uma

função ( ]1,0: →+×+ ℜℜ NM
iF  definida como

( ){ }TFi ∈= yxyx, ,,inf)( φφ .

No exemplo ilustrado pela FIGURA 1  acima,

temos '/),(0 YYyx =F  e XXyx /'),( =iF 5. Assim,
as medidas de eficiência acima definidas nos dão um
indicativo de performance da firma analisada, segun-
do, a qual, ),(0 yxF =1, indica atividade eficiente e,

),(0 yxF <1, indica atividade ineficiente. O mesmo se
aplica para a eficiência técnica orientada pelo insumo.

A seguir, nós definimos a tecnologia de produ-
ção que representaremos pelo conjunto de requeri-
mento de insumos.

Definição 2: A tecnologia é definida pelo con-

junto { }yxxy produzir  pode ;)( =T , y ∈  ℜ +
M.

É suposto que a tecnologia de produção acima
definida é um conjunto compacto, convexo e satis-
faz livre descarte.

FIGURA 2
EFICIÊNCIA DE ESCALA

FONTE: Coelli et al. (1988)

Outra medida de eficiência importante, que será
usada mais adiante, é a medida de eficiência de es-
cala, que indica a eficiência da firma quanto à escala
de produção. A FIGURA 2 a seguir ilustra a idéia
da medida de eficiência de escala.

A medida de eficiência de escala é calculada a
partir da construção das fronteiras sob retornos vari-
áveis de escala e retornos constantes. A medida de
eficiência técnica é então decomposta em eficiência
técnica sob retornos constantes de escala, denotada

por )C ,( yxiF , e eficiência técnica sob retornos

variáveis, também chamada de eficiência técnica pura,

denotada por )V ,( yxiF . Se existe diferença entre

estas duas medidas, então a firma analisada exibe ine-
ficiência de escala. Na FIGURA 2, no ponto de ati-

vidade P, temos que )C ,( yxiF = APc/AP  e

)V ,( yxiF =APv/AP. Denotando a eficiência de es-

cala por S, temos que  S=APc/APv=(APc/AP)/

(APv/AP)= )C ,( /yxiF  )V ,( yxiF . Pela figura 2

acima, podemos observar que 0 < S < 1.

5 Note que, se a tecnologia exibe retornos constantes de

escala, então ) . , .() . , .(0 iFF = .

Fronteira sob Retornos
Constantes de Escala

Fronteira sob Retornos
não Crescentes de Escala

Fronteira sob Retornos
Variáveis de Escala



Revista Econômica do Nordeste, Fortaleza, v. 33, n. 3, jul-set. 2002 559

A seguir, nós apresentamos os diferentes con-
ceitos de retornos de escala resumidos na definição
3 abaixo e, em seguida, definimos mais formalmen-
te a medida de eficiência de escala discutida acima:

Definição 3: Retornos de escala - Färe, Gros-
skopf e Lovell (1994): A tecnologia T exibe retornos
constantes de escala (globalmente) se: λT = T, para 
λ > 0, i. e., se a tecnologia T é um cone. Ela exibe
retornos não-crescentes de escala se: λT ⊆  T para  λ
∈  ( 0, 1]. Ela exibe retornos não-decrescentes se: T ⊆
λT para  λ ∈  (0,1]. E, finalmente, T exibe retornos
variáveis de escala, quando retornos constantes, não-
crescentes e não-decrescentes de escala, são observa-
dos (localmente) sobre alguns subconjuntos de T.

Definição 4: A eficiência de escala de Farrel é

definida como S = )V ,()C ,( / yxyx ii FF �

O objetivo deste trabalho é estimar, via DEA,
os escores de eficiência técnica dos Estados brasi-
leiros relativamente à fronteira definida pelo(s)
Estado(s) mais eficiente(s), dentro das respectivas
regiões. Neste trabalho, optamos por utilizar a me-
dida de eficiência técnica orientada pelo insumo, pois
a maioria dos resultados encontrados na literatura
com relação à função distância (recíproca da efici-
ência técnica como se verá) é referente à orienta-
ção pelo insumo.

������
���������
��������������

Uma forma alternativa de representar as medi-
das de eficiência de Farrel é através das funções
distância de Shepard6 . A vantagem na utilização das
funções distância reside no fato de que tais funções
caracterizam completamente a tecnologia, proprie-
dade bastante útil na construção do modelo DEA
para a estimação dos escores de eficiência. Nos
parágrafos seguintes, nós definimos formalmente as
funções distância orientadas pelo insumo e pelo pro-
duto e sua relação com as medidas de eficiência
técnica de Farrel; além disso, enunciamos suas prin-
cipais propriedades.

6 Uma discussão mais detalhada sobre função distância pode
ser encontrada em Shepard (1970) e Färe et al. (1985, 1994).

Definição 5:  Seja x ∈  ℜ +
N os insumos utilizados

para produzir y ∈  ℜ +
M produtos sob a tecnologia T. A

função +++ ℜ→ℜ×ℜ NM
iD : definida por

( ){ }TyxyxDi ∈ℜ∈= + ,/;sup),( δδ  é chamada fun-
ção distância de Shepard orientada pelo insumo, e a

função +++ ℜ→ℜ×ℜ NM
oD :  definida por

( ){ }TyxyxDo ∈ℜ∈= + δδ /,;inf),(   é chamada fun-
ção distância orientada pelo produto de Shepard.

A FIGURA 3 ilustra melhor a idéia da defini-
ção 5 acima. A tecnologia de produção é repre-
sentada por uma isoquanta sobre a qual toda com-
binação de insumo produz o mesmo nível de pro-
duto. O ponto X representa a combinação (x1, x2)
dos insumos 1 e 2, que é ineficiente pois é interior
ao conjunto de produção. De acordo com a defi-
nição 5, a função distância orientada pelo insumo
é o fator proporcional máximo que, dividindo a
atividade interior X, a contrai até a fronteira, que,
na FIGURA 3, é representada pela isoquanta q.

Observe que pelas definições 1 e 5, ( )=yDi ,x

)(/1 yx,iF . Mais formalmente, temos que

( ){ } {[inf,/;sup),( TyxyxiD ℜ∈=∈+ℜ∈= δδδ

( ) }] ( )yxyx ,/11,; iFT =−∈+ℜ δ , isto é, a função

distância orientada pelo insumo de Shepard é a re-
cíproca da eficiência técnica de Farell orientada pelo
insumo. Esta relação nos permite utilizar a função
distância de Shepard (1970) para obter a medida
de eficiência técnica da firma. A seguir, nós enunci-
amos as principais propriedades da função distân-
cia orientada pelo insumo.

Lema - A função distância orientada pelo insu-
mo de Shepard satisfaz as seguintes propriedades:

D1 - { }1),(; ≥= yxx iDT

D2 - ( )1),(; == yxx iDdeT isoquanta

D3 - ),(),( yxyx ii DD λλ = (Homogeneidade de grau +1)

D4 - ),(),(),( 2121 yxyxyxx iii DDD +≥+ (Superaditividade)

D5 - ),(),'( yxyx ii DD ≥  se x’ ≥ x (Monotonicidade em x)

 (Completa
caracterização
da tecnologia)
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FIGURA 3
FUNÇÃO DISTÂNCIA DE SHEPARD

FONTE: Construído pelos autores.

D6 - ),( yxiD  é uma função côncava de x (Concavidade)

Prova: Shepard (1970)

Note que a função distância não é uma métri-
ca, pois não satisfaz a desigualdade triangular. A
seguir, nós apresentamos o modelo DEA, através
do qual os escores de eficiência técnica serão esti-
mados utilizando a função distância de Shepard ori-
entada pelo insumo.

������������ ����!

Nesta seção, nós apresentamos o modelo
DEA originalmente proposto por Charnes, Co-
oper e Rhodes (1978) através do qual estima-
mos as eficiências técnicas orientadas pelo in-
sumo para cada firma dentro de uma determina-
da indústria.

O modelo envolve o uso de métodos de pro-
gramação linear para a construção de fronteiras
não-paramétricas sobre os dados. As medidas
de eficiência são então calculadas relativamente
a esta fronteira. Revisões desta metodologia
podem ser encontradas em Seiford e Thrall
(1990), Charnes et al. (1995) e Seiford (1996).

A abordagem da estimação não-paramétrica de
fronteiras, proposta por Farrell (1957), foi utilizada
por alguns poucos autores nas duas décadas que se
seguiram ao trabalho de Farrel. Boles (1966) e Afriat
(1972) sugerem métodos de programação matemá-
tica para alcançar tal objetivo, mas o método não re-
cebeu atenção até o trabalho de Charnes, Cooper e
Seiford (1978), no qual o termo Data Envelopment
Analysis (DEA) é pela primeira vez introduzido.

Charnes, Cooper e Seiford (1978) propõem
um modelo orientado pelo insumo sob retornos
constantes de escala. Este é o modelo que será apre-
sentado nesta seção. As eficiências técnicas são
estimadas resolvendo-se o seguinte problema de
programação linear:

Kk
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Mmyy
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(7)

Isoquanta q
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No programa acima, temos que a fronteira tec-
nológica para a região k é construída dos dados
como:

( )






≤=≤= ∑
=

 ; 1,..., ;,

1

´´ k
m

k
K

k

kkkk yNnxxT nnλyx







≥=∑
=

0 ; ,...,1 

1

k
K

k

k
m

k Mmy λλ ,

que exibe retornos constantes de escala e é definida
por um cone poliedral (fechado pela igualdade) for-
mado pela interseção dos hiperplanos gerados pe-
las restrições de disponibilidade de insumo, defini-
da por:

Nnxx k
K

k

kk
nn 1,..., 

´

1

=≤∑
=

λ

e pela restrição de capacidade definida acima por
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Os λk´s são variáveis de intensidade, indicando
em que nível de intensidade uma atividade em particu-
lar pode ser empregada na produção. As restrições
quanto às disponibilidades permitem a construção de
uma fronteira não-paramétrica onde os pontos à es-
querda e abaixo de uma isoquanta não-paramétrica,
por exemplo, não são observados, seguindo a suges-
tão de Farrell (1957). A estimação da eficiência técni-
ca orientada pelo insumo para uma determinada firma
é feita resolvendo-se o programa acima. Usando a
definição de função distância orientada pelo insumo e
sua reciprocidade com a medida de eficiência técnica
orientada pelo insumo, podemos reescrever o progra-
ma acima na seguinte forma:
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   (2.1)

A solução7  do problema acima, para as K fir-
mas dentro de uma determinada indústria, resulta
nos escores de eficiência técnica para cada uma das
firmas. A fronteira é então construída a partir das
firmas mais eficientes e as demais posicionadas re-
lativamente a tal fronteira. O programa acima é re-
solvido para cada uma das K firmas nas R indústri-
as e, com isso, as fronteiras tecnológicas são cons-
truídas para cada indústria.

.	�	/��()'	$#�� &'��()'

O conceito de função metaprodução foi primei-
ramente proposto por Hayami (1969) e Hayami e
Ruttan (1970, 1971) como sendo a envoltória das
tecnologias disponíveis às regiões de um país. Alguns
anos mais tarde, Ruttan et al. (1978), reformulam o
conceito de função metaprodução estabelecendo que:
“We now define the metaproduction as the enve-
lope of the production points of the most efficient
countries“. As FIGURAS 4a e 4b ilustram estas duas
abordagens para a função metaprodução.

A FIGURA 4a ilustra a noção de função meta-
produção segundo Hayami (1969) e Hayami e Rut-
tan (1970, 1971). A isoquanta maior representa a
fronteira de tecnologia em todo o país ou a metafron-
teira de produção, que é a envoltória das tecnologias
regionais representadas pelas isoquantas menores. Na
FIGURA 4b, a isoquanta maior novamente repre-
senta a metafronteira de produção, mas, agora, como
a envoltória dos pontos eficientes de produção re-
presentados pelas isoquantas menores que tangenci-
am a isoquanta maior ou a metafronteira de produ-
ção, este é o conceito de metafronteira de produção
segundo Ruttan et al. (1978) e que será a abordagem
utilizada neste trabalho.

Recentemente, Battese et al. (2001) emprega-
ram a teoria da fronteira estocástica, originalmente

7 Note que cada uma das restrições em (2.1) forma um semi-
espaço fechado. Em geral, a interseção de semi-espaços
fechados forma um conjunto poliedral convexo, o que garante
a solução de (2.1). A esse respeito, ver Intrilligator (1971) e
Arrow et al. (1951) para detalhes. O mapa de contorno em
(2.1) é dado pelos valores de θk no intervalo [0,1].
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proposta por Aigner, Lovell e Schimidt (1977), usan-
do a função metaprodução para analisar a indústria
têxtil na Indonésia, comparando diferentes regiões.
Segundo Battese e Rao (2001), o modelo de fron-
teira estocástica, utilizando a função metaprodução,
é construído estimando-se funções de produção te-
óricas para as regiões, utilizando dados amostrais
das firmas (ou Estados) em cada região. Por outro
lado, a função metaprodução é estimada utilizando
dados de toda a amostra.

0	�	&#+�1���'+

Esta seção se destina a analisar os resultados obti-
dos com o uso da metodologia apresentada nas seções
anteriores. Nós analisamos todos os Estados brasileiros
no período de 1985 a 1998, com exceção do Distrito
Federal e o Estado de Tocantins; o primeiro, por sua
relação amorfa com as demais unidades da Federação,
e o segundo, pela carência de dados na década de 80.
Os dados utilizados como produto são os Produto In-
terno Bruto (PIB´s) estaduais a preços de 1995, defla-

8 Para o ano de 1994, utilizamos interpolação simples para
completar a série.

FIGURA 4
METAFRONTEIRA DE PRODUÇÃO

FONTE: Construído pelos autores.

cionados pelo INPC, retirados das contas regionais do
Instituto Brasileiro de Geografia e Estatística (IBGE) de
1985 a 1998. Como proxy do capital, utilizou-se o con-
sumo não-residencial de energia elétrica publicado no
anuário estatístico do IBGE de 1985 a 1998; para a
variável trabalho, utilizaram-se horas trabalhadas anu-
ais, extraídas da Pesquisa Nacional por Amostra de Do-
micílios (PNAD)8 . Os resultados são obtidos pela es-
timação da fronteira de produção não-paramétrica para
cada uma das regiões brasileiras e a metafronteira não-
paramétrica de produção de toda a nação em cada
um dos anos e para a média do período.

"��������
�������
�������#
������
��$��
��������#������
�������������%�
���&���� 

A fim de simplificar a leitura dos resultados, nós
apresentaremos os resultados em termos da média

METAPRODUÇÃO METAPRODUÇÃO

Tecnologias Regionais

Tecnologias Regionais
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do período, referindo-nos aos resultados anuais
sempre que se fizer necessário.

A TABELA 1, sintetiza os resultados estima-
dos pelo modelo DEA para a construção das fron-
teiras regionais de produção. De acordo com os
resultados obtidos, os Estados do Acre, Amazo-
nas e Pará são os que definem a fronteira produti-
va na região Norte, pois os escores de eficiência
técnica desses Estados são iguais à unidade. Ve-
mos ainda que Roraima, com eficiência técnica de
0,73, é o Estado que apresenta  a pior perfor-
mance da região em termos de eficiência técnica.
Em outras palavras, para tornar-se eficiente, o
Estado de Roraima deveria reduzir em 27% a uti-
lização de capital e trabalho sem que o seu nível
de produção se altere.

Cumpre-nos alguns esclarecimentos a respei-
to dos resultados apresentados na TABELA 1. As
projeções radiais se referem aos pontos de ativi-
dade (combinação dos insumos), que tornam o
Estado em questão eficiente, ou seja, a projeção
radial é o ponto sobre a fronteira de produção pro-
jetado ao longo da expansão radial em direção ao
ponto de atividade observado. Esse ponto proje-
tado é obtido pela multiplicação da eficiência téc-
nica estimada para determinado Estado pelo seu
ponto de atividade observado. Por exemplo, o
Estado de Rondônia, na TABELA 1, acima, pro-
duz utilizando a relação K/Y = 0,1835 e L/Y =
0,0233 de capital e trabalho, respectivamente.
Além disso, observamos que Rondônia é um Es-
tado ineficiente, dado que seu nível de eficiência
técnica é igual a 0.93. A projeção radial para o
Estado de Rondônia é obtida pela multiplicação
0.93(0,1835;0,0233) = (0,1708;0,0217), a qual
é o ponto que representa a atividade do Estado de
Rondônia sobre a fronteira da região Norte .

O benchmark representa os Estados eficien-
tes e, portanto, localizados sobre a fronteira esti-
mada e que são referências para os Estados inefi-
cientes. Utilizando a região Nordeste como exem-
plo, vemos que, se projetarmos radialmente os
pontos referentes aos Estados de Sergipe, Rio

Grande do Norte, Alagoas e Paraíba sobre a fron-
teira, os pontos projetados se localizarão num in-
tervalo entre os Estados do Ceará e Piauí. Assim,
os Estados do Ceará e Piauí são os benchmark´s
para aqueles Estados. Já os benchmark´s para o
Estado do Maranhão são Bahia e Pernambuco,
pois a projeção radial do ponto que representa
aquele Estado se localizará entre esses dois Esta-
dos. Um dos pontos que merecem destaque na
análise para a região Norte é o fato de que os es-
cores de eficiência técnica são bastante altos entre
todos os Estados. No entanto, é importante sali-
entar que as eficiências técnicas estimadas para
região Norte se referem à tecnologia disponível à
região Norte, que, por construção, é a mesma para
todos os Estados da região. Portanto esses esco-
res não necessariamente se replicam quando as
eficiências estimadas se referem ao país.

As eficiências técnicas estimadas para os Es-
tados da região Nordeste mostram que os Esta-
dos do Piauí, Ceará, Pernambuco e Bahia são os
que definem a fronteira produtiva desta região, cada
qual com eficiência técnica igual à unidade, como
mostram os resultados na TABELA 1. O Mara-
nhão é o Estado com o mais baixo nível de eficiên-
cia técnica na região (0,26), ou seja, o Estado,
para se tornar eficiente, teria que reduzir em 74%
a utilização dos insumos sem que o seu nível de
produção se altere.

Os resultados para a região Sudeste do país
apontam os Estados de São Paulo e Rio de Janei-
ro como os que definem a fronteira tecnológica
desta região, com níveis de eficiência técnica iguais
à unidade. O Estado de Minas Gerais é o de mais
baixa eficiência técnica na região, com nível de
0.62; assim, para tornar-se eficiente, o Estado de
Minas Gerais teria que reduzir a utilização de seus
insumos em 38% sem que o produto se altere.

Na região Sul do país, apenas o Rio Grande
do Sul define a fronteira produtiva, com nível de
eficiência técnica igual à unidade. O Estado de San-
ta Catarina é o que tem o mais baixo nível de efici-
ência técnica (0,69). Assim sendo, este Estado,
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para se tornar tecnicamente eficiente, teria de re-
duzir em 31 % a utilização dos seus insumos sem
que seu nível de produto se altere.

Finalizando a análise para as regiões, verificamos,
pelos resultados obtidos para a região Centro-Oeste
do país, que os Estados do Mato Grosso e de Goiás
definem a fronteira do Centro-Oeste do país, cada um
dos quais com eficiência técnica igual a um. O Estado
do Mato Grosso do Sul conta com um nível de efici-
ência de 0,95. As FIGURAS 5 a 9 mostram as fron-

TABELA 1
ESCORES DE EFICIÊNCIA TÉCNICA

DAS REGIÕES BRASILEIRAS
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-
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-
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-
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-

-
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1,712
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FONTE: Estimativa dos autores.
*Os resultados são obtidos utilizando-se dados médios de produto, capital e trabalho no período 1985-1998.

teiras tecnológicas de cada região, construídas a partir
da TABELA 1, acima.

Finalmente, mostramos na TABELA 2, os resul-
tados obtidos para todo o país, segundo a qual, os
Estados do Amazonas, Acre, Rio Grande do Sul e
São Paulo têm eficiência máxima igual a 1. Os quatro
piores resultados ficam com os Estados do Pará, Ala-
goas, Maranhão e Sergipe, com escores de eficiência
técnica, respectivamente, iguais a 0,34 , 0,16 , 0,30 e
0,42. Seguindo a definição dada em Ruttan et al. (1978),
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TABELA 2
RESULTADOS ESTIMADOS PELO MODELO DEA PARA

O BRASIL – METAFRONTEIRA NACIONAL
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0.555

0.601

0.311

K/Y

0.183
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FONTE: Estimativa dos autores.

a metafronteira produção é a envoltória das tecnologi-
as regionais mais eficientes do país.
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O objetivo desta seção é analisar algumas evi-
dências sobre convergência em produtividade en-
tre os Estados e regiões brasileiras. Analisa-se tam-
bém a eficiência de escala na produção de bens e
serviços dos Estados no Brasil. A fim de levar a

cabo o propósito desta seção, apresentaremos o
índice de produtividade total de Malmquist e sua
decomposição em variação da eficiência técnica e
variação tecnológica.

O índice de Malmquist, originalmente proposto
por Caves et al. (1982b), baseia-se no trabalho
de Sten Malmquist (1953), segundo o qual índices
de quantidade são construídos como razão de fun-
ções distância, como definidas na seção 2, no con-
texto da teoria do consumidor. Anos mais tarde,
Färe et al. (1994) utilizam o índice de Malmquist
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FIGURA 5
FRONTEIRA TECNOLÓGICA DA REGIÃO NORDESTE

FONTE: Tabela 1

FIGURA 6
FRONTEIRA TECNOLÓGICA DA REGIÃO NORTE

FONTE: Tabela 1
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FIGURA 7
FRONTEIRA TECNOLÓGICA DA REGIÃO SUDESTE

FONTE: Tabela 1

FIGURA 8
FRONTEIRA TECNOLÓGICA DA REGIÃO SUL

FONTE: Tabela 1
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FIGURA 9
FRONTEIRA TECNOLÓGICA DA REGIÃO CENTRO-OESTE

FONTE: Tabela 1

FIGURA 10
METAFRONTEIRA DE PRODUÇÃO DO BRASIL

FONTE: Tabela 2

Metafronteira
Produtiva do

Brasil
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numa versão reformulada em relação à versão original
de Caves et al. (1982b), para analisar ganhos tecnoló-
gicos e de eficiência para uma amostra de 17 países da
OECD no período de 1979-1988. No Brasil, o tra-
balho de Marinho e Ataliba (2000) utiliza o índice de
produtividade total de Malmiquist para analisar os
ganhos de produtividade entre os Estados da região
Nordeste do país e, mais recentemente, Marinho e
Soares (2001) fazem o mesmo para todo o Brasil.

Nós definimos abaixo as duas versões do índi-
ce de produtividade total de Malmiquist segundo
Caves et al. (1982b) (identificado pelo subscrito
CCD) e Färe et al. (1994) (identificado pelo subs-
crito FGMZ). Assim, temos que o índice de produ-
tividade total de Malmiquist CCD é definido como:
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Com o objetivo de evitar qualquer arbitrariedade
na escolha da tecnologia de referência, Färe et al.
(1994) redefinem o índice de produtividade total de
Malmquist como sendo a média geométrica dos índi-
ces (V.1) e (V.2), isto é, Malmquist 
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9 As funções distância utilizadas na construção dos índi-
ces acima são definidas como segue:
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Manipulações algébricas da expressão (V.3) nos
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onde, a razão fora dos parênteses mede a variação
da eficiência técnica relativa entre os anos t e t+1,
aqui denominada de VET. A média geométrica das
duas razões entre parênteses captura a variação tec-
nológica, denotada por VTC, entre os dois perío-

dos avaliados em 1 e +tt yy . Seguindo a denomina-

ção utilizada por Färe et al. (1994), temos:
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 (V.5)

Para calcular a produtividade do Estado k’ en-
tre t e t+1, nós precisamos resolver quatro diferen-
tes problemas de programação linear a fim de se

obter  ),(),,(),,( 111 +++ ttt
i

ttt
i

ttt
i DDD yxyxyx

),( e 111 +++ ttt
iD yx ; o primeiro e o último seguem

a construção definida na seção 2. Para determinar

),(),,( 111 +++ ttt
i

ttt
i DD yxyx , resolvem-se os pro-

blemas de programação linear, nos moldes do que foi
apresentado na seção 2, com algumas modificações
em função da avaliação sob tecnologias diferentes.

Na seção 2, nós definimos o conceito de efi-
ciência de escala denotada por S, como sendo a
razão entre a eficiência técnica sob retornos cons-
tantes e a eficiência técnica sob retornos variáveis,
a qual chamamos de eficiência técnica pura. Utili-
zando a recíproca entre a função distância orienta-
da pelo insumo e a eficiência técnica orientada pelo
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insumo, temos a seguinte relação: S Di= /),( yx

SVDDVD iii ×=⇒ ),(),(),( yxyxyx 10. Substituin-

do o resultado acima na equação (V.5), obtemos:
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onde St = eficiência de escala em t e St+1 = eficiên-
cia de escala em t+1 . Seguindo Färe et al. (1994),
o primeiro termo do lado direito da última expres-
são é denominado de variação da eficiência técnica
pura (VETP) e o segundo representa a variação de
escala (VS). Assim, temos, respectivamente,

VETP= 
),(

),( 111
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VD
ttt

i
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yx

yx +++

 e VS = 1+t

t

S

S
. Conse-

qüentemente, VET= VETP×VS, e a versão final do
índice de produtividade total de Malmquist é defini-

da como: 
11
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Para computar ),( VDi yx , resolve-se o pro-

blema (2.1), apresentado na seção 2,  impondo a

restrição adicional 1
1

=∑
=

K

k

kλ  de convexidade sobre

o conjunto que define a tecnologia da região analisada.

Como sempre, se o índice de produtividade
total de Malmquist for maior que a unidade, então
ocorreu ganho de produtividade. O mesmo ocorre
com os componentes do índice, ou seja, se
VET > 1, então o Estado obteve ganho em eficiên-
cia técnica; se, por outro lado, VTC > 1, então o

10 )( VDi yx, denota a função distância orientada pelo in-

sumo, avaliada numa tecnologia que exibe retornos variá-
veis de escala.

VETP VS VTC

Estado obteve ganho de variação tecnológica. Vale
lembrar que, se o índice de produtividade total de
Malmquist for maior que a unidade, não significa
que ocorreu ganho em todos os componentes do
índice.

A seguir, nós apresentamos os principais re-
sultados obtidos com o emprego da metodologia
apresentada acima. Para uma visão geral dos resul-
tados, a FIGURA 11, apresenta as trajetórias para
as médias do índice de produtividade total e seus
componentes.

Nota-se, pela FIGURA 11, que, em média, os
ganhos em produtividade total dos Estados brasi-
leiros se devem muito mais às variações tecnológi-
cas que aos outros componentes. Em outras pala-
vras, a inovação tecnológica vem sendo predomi-
nantemente a razão dos ganhos de produtividade
dos Estados brasileiros.

Observa-se também que os ganhos de eficiên-
cia técnica pura são os que menos contribuem para
os ganhos em produtividade. Neste sentido, o efei-
to da aproximação dos Estados na direção da fron-
teira tecnológica do país (efeito catching up) é ir-
relevante. Intuitivamente, podemos afirmar que esse
efeito revela a capacidade de absorção da tecnolo-
gia disponível e que se difunde no território nacio-
nal. Sendo assim, os resultados desta seção nos
mostram que a capacidade de absorção tecnológi-
ca é menos intensa quando comparada com a velo-
cidade de difusão.

7	�	-'�-1�+)'

Os resultados obtidos, nas seções anteriores,
mostram que as regiões mais eficientes do país no
uso dos fatores de produção são Norte, Sudeste
e Sul. É importante ressaltar que o fato de tais re-
giões tangenciarem a fronteira tecnológica nacio-
nal nos pontos de eficiência plena não implica que
são as que na realidade determinam a tecnologia
de referência do país, mas, sim, que são as mais
eficientes no uso da tecnologia de que dispõem.
Observou-se também que os ganhos em produti-
vidade no país, de 1985 a 1998, se devem muito
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FIGURA 11
ÍNDICE DE PRODUTIVIDADE DE MALMQUIST, VARIAÇÃO DA EFICIÊNCIA TÉCNICA,

VARIAÇÃO TECNOLÓGICA, VARIAÇÃO NA EFICIÊNCIA TÉCNICA PURA E VARIAÇÃO NA
ESCALA MÉDIA DE 1985 A 1998.

FONTE: Tabela A1 no anexo.

mais aos ganhos tecnológicos no período do que
aos ganhos em eficiência. Isto é comprovado pela
decomposição do Índice de Produtividade Total
de Malmquist, cuja estimação mostrou que, na
média do período, a variação tecnológica sobres-
sai aos demais componentes em quase todos os
Estados brasileiros.

��������

This paper analyses the technical efficiency of
states and regions of Brazil in the period 1985-1998.
The methodological framework is based upon the
concept of production frontier, where a non-para-
metric model estimates technical efficiency through
Data Envelopment Analysis technique.  In addition,
Malmquist´s total productivity index has been per-
formed to decompose the gains in productivity into
two components: technical efficiency variation and
technological variation.

8
9�:�����

Technical  efficiency, Total  productivity , Tech-
nological  variation
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TABELA A1
VARIAÇÃO DE EFICIÊNCIA TÉCNICA, VARIAÇÃO TECNOLÓGICA, VARIAÇÃO DA

EFICIÊNCIA TÉCNICA PURA, VARIAÇÃO DE ESCALA E ÍNDICE
DE PRODUTIVIDADE TOTAL DE MALMQUIST

FONTE: Estimativas dos autores.

Estados
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